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Resumen

Este articulo tiene el objetivo de mostrar un importante tépico en matematicas, hay un tipo de
integrales que dependen de la trayectoria y otras no. Este es un importante tema pues por ejemplo
en aplicaciones termodinamicas la forma como se realiza algun trabajo eficiente y éptimo en cuanto
a pérdidas depende de la trayectoria. Aqui se muestran casos de estudio que clarifican cuales
integrales linea son trayectoria dependientes.

Abstract

This paper has the objective to show an important topic in mathematics, how some integrals are
dependent of the trajectory and other ones not. This is an important issue for example in
thermodynamics applications, where energy savings is an important objective to goal. Some case
studies are showed here.

Introduccidn

Es perfectamente conocido que si una funcién matematica que depende de tres variables;
el diferencial de esa funcién se expresa como:

dH—aHd +aHd +6Hd
© ox x dy Y 0z z

Ahora si fuera el caso de que H = hy(x) + h,(y) + h3(2)

Los valores de H no son mas que la suma de las integrales.
H fahld 4 [z, +fah3d
= | =—dx —_— —dz
dx dy Y dz
Es el caso mas simple con el que sélo sumar las integrales nos lleva a la funcién

matematica; sin embargo no para todos los casos es asi; aunque el diferencial de H sea una
funcién conocida, no llegaremos a ella con la simple suma de evaluacién de las integrales.

Considere el casode que H = hy(x,y) + h,(2) = xy + z
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dH—aHd +aHd +aHd— dx +xdy +d
=5 4 ayy 5, 42 = ydx +xdy + dz

DondeH # [ydx + [xdy+ [dz=xy+xy+z+c

Note que con la suma de las integrales no llegamos a la funcidn original, porque xy es el resultado
comin de la evaluacion de la integral [ ydx y la integral [ xdy; sélo que en cada una de esas
integrales se considerd a y constante ¢ a x constante. xy es una funcién comun en ambas
integrales, de tal manera que esa funcidon comun al diferencial forma los dos términos integrables
ydx + xdy . Al tomar sélo una vez la funcién comun llegamos a la funcién matematica original.

H=xy+z

Ahora bien; desde el punto de vista de calculo vectorial, la funcién H es un campo escalar.
Su gradiente es un campo vectorial. El gradiente de H se expresa como
vH 0H_+6H _+6Hk
= —1 [— [—
d0x dy 0z
Por lo que el diferencial de H es el resultado del producto punto entre el elemento lineal y
el gradiente de H
dH

dH = VH - d —{aH'+ +6Hk} [dxi + dyj + dzk] =
= S = axl ay] aZ Xl y] Z =

aHd +6Hd +6Hd
dx x dy Y dz z

Una integral linea se define como el producto punto de un campo vectorial y el elemento de
desplazamiento ds.

w = fF -ds
Cuando el campo vectorial F no es el gradiente de un campo escalar; la integral depende de la
trayectoria. (James 2017)
Caracterizacion del campo vectorial

La caracterizacion del campo vectorial (Verificar F si es el gradiente de un campo escalar), es
posible realizarlo con los conocimientos de calculo elemental. Si F tiene solo términos i, j; entonces
si H depende sélode x eYy.

dH = Fidx + F,d —'aHd +aHd7

=rax zy—caxx ay}’-
S _0H _0H . . oF, _ 0F,
SiF, = > Y F, = 3y entonces deberia cumplirse que 5 ox

a que implica que - = 9f _ O°H _ 3R,
vaq P q 0xdy - ay - dyox ox

El no cumplirse esta igualdad representa que la ecuacion diferencial no es exacta (Kreyszig 2003),
(zill 2009) y la integral dependera de la trayectoria.
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Cuando son tres las variables independientes x,y,z se usa el rotacional como prueba de exactitud
de la ecuacidn, si el rotacional es cero implica que la integral es independiente de la trayectoria, en
caso contrario depende de la trayectoria.

i j k
Jd a 0 (0G; 3G, (0G, 0G5 G, 0G,
w12 5 o) ) ) -
ox dy 0z dy 0z dz  0x dx  0dy
Gy Gy G
, . . . 3G, 9G,
Sélo note que si el componente k no existe, el rotacional se reduce a ser k (W - 5); que es la

prueba de exactitud de una ecuacién diferencial mencionada lineas antes.

Casos de estudio

Las demostraciones de que integrales dependen o no de la trayectoria, requerira de tener dos
integrales linea una exacta y otra no, donde las condiciones iniciales y finales coincidan. 1166204

Caso 1
Considere el siguiente campo escalar.
H=xy
dH = ydx + xdy

Se llegara al campo escalar de origen evaluando la integral linea.

H=de=jF-ds=f[yi+xj]-[dxi+dyj]

De acuerdo con lo discutido lineas arriba esta integral es independiente de la trayectoria para lo
cual considérense las siguientes trayectorias para evaluacién de la integral linea.

10 Trayectoria 1: La ecuacion de la recta que pasa
por (1,1)y (8,7)
5
6 N 1
y=sxT3g
0 7 7
0 2 4 6 8 10

Expresado como campo vectorial

6
Trayectoria 1 Trayectoria 2 Vrecta =xi+ (736 + 7)1

Trayectoria 2: La ecuacion de un polinomio
cubico que pasa por (1,1) y (8,7), y también por
puntos intermedios del segmento lineal.

Figura 1: Trayectorias en las cuales se evalla
la integral linea.
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y= —0.1786x3 + 2.369x> — 7.4286x + 6.2381
Expresado como campo vectorial

Veipica = xi + (—0.1786x3 + 2.369x? — 7.4286x + 6.2381)j

Para el caso de la trayectoria 1
8

®7) 6 1 6
f [yi + xj] - [dxi + dyj] = f [(;x + ;) i+ xj] : [dxi + ;dxj] =
(

1,1) 1

Para la trayectoria 2
y = —0.1786x3 + 2.369x? — 7.4286x + 6.2381
dy = {—3(0.1786)x% + 2(2.369)x — 7.4286}dx

(8,7)
f [yi + xj] - [dxi + dyj]
(1,1)

8

=f (—0.1786x3 + 2.369x% — 7.4286x + 6.2381)dx + x {—3(0.1786)x?
1

+ 2(2.369)x — 7.4286}dx

x* x3 x?
= {—0.17867 + 2.369? — 7.42867 + 6.2381x

x4 x3 x2\)?
+ | —3(0.1786) — + 2(2.369) — — 7.4286 —
4 3 2)),
={-0.1786x* + 2.369x3 — 7.4286x% + 6.2381x}§ =55
El resultado de la integral linea fue el mismo no importando la trayectoria.
En el caso de la ecuacién diferencial exacta ydx + xdy = 0; la integral linea es la misma a través
de una trayectoria u otra f18 [(gx + ;) i+ xj] - [dxi + gdxj] = fls(—O. 1786x3 + 2.369x% —
7.4286x + 6.2381)dx + x{—3(0.1786)x* + 2(2.369)x — 7.4286}dx =55.
Ahora considere la evaluacion de la integral linea del campo vectorial V, = i + xj. Con los mismos
limites de integracion.
®7)

(8,7)
f [i + xj] - [dxi + dyj] = f [dx + xdy]
(1,1) (1,1)
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De acuerdo con lo discutido lineas arriba

—=0; i 1; La ecuacion diferencial dx + xdy = 0 no es exacta

Por lo tanto | ((18'17))[dx + xdy| depende de la trayectoria.

Comprobemos esto evaluando por la trayectoria 1
(8,7) 8 6

f [i + xj] - [dxi + dyj] = j [i + xj] - [dxi + 7dxj] =
(

1,1) 1

8

[+6 2] = 34
SRV

Comparando el resultado por la trayectoria 2

8,7) 8
f [i + xj] - [dxi + dyj] = f dx + x {—3(0.1786)x? + 2(2.369)x — 7.4286}dx
11 1

3 2\ 8

x* x x
={x+ _3(0'1786)Z + 2(2.369)? — 7.42867 =31.51
1
El resultado es diferente, se comprueba que esta integral depende de la trayectoria.
Caso 2

Verificar si la Integral linea depende o es independiente de la trayectoria para el siguiente campo
vectorial.

F = 5xi + xyj + x%zk
El camino de integracién
r)=ti+tj+tk0<t<1
Paso 1:

Verificar si el rotacional de F es igual a 0

ik
B I DG ST WYL G T\ G 1 SN \ DR
TOt(F)— dox dy o0z _l(ay 6z)+](62 ax)+k(ax 6y)_Ol 2xZ]+yk
Fi F, F

El ser diferente de cero significa que la integral linea depende de la trayectoria;

De acuerdo con r(t); x=t;y=t; z=t donde t estd entre cero y uno. Esto implicaque 0 < x < 1;0 <
y<1,0<z<1;
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| F()d—le e
PerE ") %
F(r) = 5xi+ xyj + x?zk = 5ti + t%] + t°k

dr—'+'+k
ac '

1

le drdt—J1(5t+t2+t3)dt—5t2+1t3+1t4 —5+1+ = 3.18
S FO =) " 12 T27377

1
3 4 |, 4

Si se propone una segunda trayectoria; ésta trayectoria debe ser acorde a los puntos iniciales y
finales de la trayectoria preliminar. 0 < x<1;,0<y<1,0<z<1;

La trayectoria propuesta

dr

t) =ti +tj + t%k;
r(t) i+tj+ T

=i+j+2tk

x=ty=tz=t50<x<1,0<y<1,0<z<1;

Si es acorde a los valores de limites de la trayectoria original (Ambas trayectorias confluyen en sus
variables en los mismos puntos iniciales y finales).

F(r) = 5xi + xyj + x%zk = 5ti + t?j + t*k

1 dT‘ 1
f F(r)-Edt=f (5ti +t%j + t*k) - (i +j + 2tk)dt
0 0
1 5 1 2 1 5 2
5t + t2 + 2t° dtz[—tz — 34—t =—+-=31
fo( +t2 + 2t°) 5 +3 +6 ) 2+3

Los valores de la integral linea por una u otra trayectoria son diferentes, dependen de la
trayectoria.

Un campo vectorial que tiene un rotacional cero es F = xi + yj + zk, la integral linea debe de ser
independiente de la trayectoria.

Trayectoria 1

ri® =ti+tji+tk0<t<1

1 3. 11 3
f (ti + tj + tk) - (dti + dtj + dtk) = =t*| ==
0 2 0 2
Trayectoria 2

n®)=ti+tj+t’k; 0<t<1
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1

1 . , 2 , , 2 24_ 3
f(tz+t]+t k) - (dti + dtj + 2tdtk) = t +1t =3
0 0

Se confirma la existencia de independencia de trayectoria en campos vectoriales con rotacional
cero.

Caso 3
F = y2%i — x?%j; Recta entre (0,0)y (1,2)
2 y-=0
I_x—O'y_Zx
(t) = ti + 2tj; dr—'+2'
r(t) =ti+2t; - =i+2
1
f F(r)- —dt—f (2O)%i —t%)) - (i + 2j)dt
0
1 2
4t% =2t dt = - t3]5 = =
K L
Caso 4

F = 3x*i + 3y°%j;

Trayectoria desde (-2,0) hasta (2,0) a través de x2 + y2 = 4; en sentido inverso a las manecillas
del reloj

r(t) =ti +V4 —t?

r(t) = 2 cos(t) i + 2sen(t)j

dr
=7 = ~2sen(t)i + 2 cos(t)

F =3x*i + 3y® = 3(2 cos(t))*i + 2(2sen(t))®j
2T
J F -%dt =] (3(2cos(t))*i + 2(2sen(t))®)) - (—2sen(t)i + 2 cos(t) j)dt

2
= f (—2sen(t) cos*(t) + 8 cos(t) sen®(t)) dt

Haciendo para la parte 1 u=cos(t); du=-sen(t)dt;
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3/2 2T
[ —2sen(t) cos*(t)dt = [ 2u*du = [zsens(t)] "4 [zsens(t)] =
5 T 5 3/2m

8 2 8
J 8 cos(t) sen®(t) dt = J 8u’du = gsen(’(t)]fr” + gsen6(t)]§72n

Caso 5
Vs = 2xyzi + x%zj + x%yk
ik
d d d
rot(V3) = x 3y |- i(x? —x2) + j(2xy. —2xy) + k(2xz — 2xz) = 0

2xyz x%z x2%y
A través de la trayectoria a) r(t)=ti+2tj-tk ; (O<t<1); % =i+2j—k; Vs(r) = —4t3i — t3j + 2t3k;

d 1 . , . .
[ Vs-Zrde = [((=4t%i— %) + 2t%k) - (i +2j —k)de = [ (—4t® - 263 - 2t%) dt =
L ) G
Jlo=—7=2
b) r(t)=t%i+2tj-tk; (0<t<1)

Vs = 2t22t)(—t)i + t*(=t)j + t*(2t)k = —4t*i — t5 + 2t*k

W oti+2j—k;
de ~cTATE
dr 1 1
f Vs -%dt = f (—4t*i — t5 + 2t*k) - (2ti + 2j — k)dt = f (—8t> — 2t5 — 2t*)dt = -2
0 0
El rotacional igual a cero indicaba la integral era independiente de la trayectoria, asi lo fue; la

integral a través de la trayectoria a) es igual a la integral a través de la trayectoria b).
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