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Resumen

Las proyecciones de algun campo vectorial sobre un vector, son un tépico de importancia
para usar en la metodologia de transformacion de coordenadas. Usualmente se confunde
expresar coordenadas cartesianas en equivalentes discretos de expresiones entre sistemas,
qgue en la transformacién misma. Pues queda pendiente la proyeccién del indicador del
vector cartesiano en el nuevo sistema coordenado.

Introduccidn

Un vector tiene informacion de magnitud y direccidn. El vector 2i+3j+9k indica que hay tres ejes
sobre donde tiene accion. En el eje x el componente es 2, en el eje y el componente es 3y en el
eje z el componente es 9.

La proyeccion del vector sobre el eje x es el vector V1=2i; La proyeccion sobre el plano xz seria
V2=2i+9k.

El dangulo entre dos vectores se calcula a partir de la ecuacién del producto punto de dos vectores
unitarios.

V : Vl

na

cos(@) =

Es decir el vector V=2i+3j+9k con respecto a su proyeccion V1, presenta un angulo de 78°
[2i + 3j + 9k] - [2i] 4
22432+ 9222 9692

cos(8) = =0.2062; 6 = 78.13°

De acuerdo con (Florey 1988), la proyeccidn de un vector sobre otro vector se puede calcular por
la ecuacion

V " Wl
h W]_ " W]_

V3 w;
Sabemos que la proyeccién del vector V sobre el plano xy es V2; Entonces la proyeccién del vector
V sobre V2 seria V2 mismo.

g VVe, [RIA3LORRiAOK] o A8
2T, v, 2T T 2i+ 9k [2i + 9k] 4 “ava1tt -

Sin embargo la proyeccidn de V sobre W1=9i+j-2k
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V_V-W1W_[2i+3j+9k]-[9i+j—2k][9_+_ o B3I
3T Wow, T 0i+j—2k]-[9i+j—2k] 0T “Bl+1+4

3. ..

—%[914-]—2](]

Resulta légico pensar que la proyeccién del vector V3 sobre V seria V mismo; pues se regresaria al
estado original.

VsV [9i + j — 2k] - [2i + 3j + 9k]

3
Ve = =386 2i +3j + 9k
Py 86[2i+3j+9k]-[2i+3j+9k][l+ j + 9k]

3 (18+3_18)[2'+3'+9k] 3 3 [2i + 3j + 9k]
= —— |21 = ——|21
86 4+9+81 J 8694 J
Lo que es correcto salvo en la magnitud como se
muestra en la figura 1.
0
g v Entonces se requeriria conocer un factor de
E escalamiento para regresar completamente al
S vector original.
o
=
= Considere el vector
Proyeccién en x V=2i+3j
= Proyeccion de xenV ., . . .,
La proyeccion en el eja x es 2i y la proyeccién en
Figura 1: Se muestran las proyecciones de el ejeyes 3j.
V en x e y. La magnitud de la proyeccién de La proyeccién de 2i sobre V seria
xenV; Vp es menor que V
20+ (2i + 3))

(2i + 3j)

V.. =

PX (2i +3)) - (2i + 3))
4 )

V;szﬁ(21+3])

Sin embargo la proyeccidon de 3j sobre V seria

o 3j-(2i+3))
PY " (2i 4 3j) - (2i + 3))

N
(2i+3j) = E(Zl + 3j)

Este par de ecuaciones nos indican que el vector original V no es mas que la suma de las
proyecciones de los dos vectores ortogonales.

El proceso de ortogonalizacidon de Gram Schmidt nos permite conocer vectores ortogonales usando
proyecciones (Ben Noble 1977) se fundamenta precisamente en que el vector actual V es la suma
de las proyecciones sobre otro vector V1 y un ortogonal a V1 que es V2, con la caracteristica de que
las proyecciones de un vector V siempre forman un tridngulo rectdngulo cuya hipotenusa es
precisamente V. (Figura 2)
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V2 Vip

Figura 2: Las proyecciones de V son
ortogonales entre si.

Acorde a la ecuacién

V=V1P+V2

Vi V2 puede calcularse a partir de V y su proyeccién sobre
el vector V1; V1p.

V2=V_V1p

Es la idea del método de Gram Schmidt en este caso el
V=Vip+ V2 vector V tiene una base compuesta por V1p y V2, los
cuales al ser ortogonales son independientes entre si.

Proyecciones en sistemas de coordenadas no cartesianas

Los indicadores de direccidn i, j y k en coordenadas cartesianas, tienen una proyeccion en otro

sistema de coordenadas.

Las equivalencias en coordenadas cilindricas para los valores de x, y y z se muestran en la figura 3.

e | x =rcos(B) r=x?+y?|

y =rsen(8)| | 0 = atan G)

Z=2Z

Figura 3: Equivalencias entre coordenadas
cartesianas y cilindricas

El punto con coordenadas cartesianas (1,-4,3),
tiene coordenadas cilindricas (1, 0, z) =

(,/ 12 + (—4)2,atan(_T4), 3) =(4.1231,-

1.3258,3). (Marsden 1991)
Con las equivalencias un vector cartesiano
V=3i+2j+k

Se expresa en términos der,0y z

r=+/32+22=36

0 =atan )
= atan 3

z=1

En la practica el vector en direccién dr en posicion 0 es ortogonal al vector tangencial rdO en Oy
ambos ortogonales al vector z (figura 4). Esos tres vectores particulares forman el vector en

coordenadas cilindricas.

x = rcos(0); dx

y =rsen(60);dy

sen(@) dr + rcos(0)d6; j

cos(@) dr —rsen(6)d6; i = cos(0) a, — rsen(6)ag

sen(0) a, + rcos(0)ag
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z=z:dz=dz;k=a

La proyeccion de 3ien a,y ag

(3cos(0) a, — 3rsen(0)ap) - a,

a, " ay

a, = 3cos(0) a,

(3cos(0) a, — 3rsen(B)ag) - ag
Qg " Qg

ag = —3rsen(0) ay

La proyeccion de 2j en a,y ag

(2sen(0) a, + 2rcos(6)ay) - a,

ay - a,

- = 2sen(0) a,

(2sen(B) a, + 2rcos(0)ag) - ag
Figura 4: dr es ortogonal a la ag " ag
componente tangencial rdf y éstas
ortogonales a dz.

ag = 2rcos(0) ag

En el vector 3i+2j+k, las componentes ay proyecciones

de 3iy 2j tienen direcciones de la misma magnitud pero
opuestas |—3rsen(0) | = |2rcos(0)].

De acuerdo con (Hyat 1991) y conforme a lo discutido en lineas previas se define el producto punto
entre sistema cartesiano y cilindrico, para r=1 segun la tabla 1.

Tabla 1: Producto punto entre coordenadas cartesianas y cilindricas

ar ag az
i cos(0) —sen(0) 0
j- sen(8) cos(6) 0
k - 0 0 1

Cabe hacer notar que la matriz dentro de la tabla 1, es en realidad una matriz de rotacién, que
lleva el eje x, justo a donde se encuentra r; al rotar los ejes un angulo 6. (Pita-Ruiz 1995)

cos(8) —sen(6d) O cos(8) —sen(8) O01[dr
P ={sen(8) cos(6) O' ” ]

; sen(@) cos(Q) 0||rdo
0 0

dz

Bajo la idea de la proyeccién de un vector en nuevas direcciones.
El vector 3i + 2j + k en coordenadas cilindricas tiene dos posibilidades

1.664a, + 6ag + a, o bien 1.664a, — 6ag + a; El primero en base a la proyeccién de i;
mientras que el segundo en base a la proyeccion de j. La naturaleza cuadratica de la base polar da
como resultado esas dos posibilidades.

En base a la definicion de r = \/x? + yZ2.
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1 1
dr = ———=(2x)dx + ——=(2y)dy; a; = cos(0) i + sen(8)j
2./x% + y? 2./x% + y? ‘
1 y 1 1 y x
dé = ——(—)dx+—<—) dy = — dx + dy
yZ x2 yZ x x2+y2 x2+y2
1+ (%) 1+ (%)

1 1 1 1
= —;sen(@)dx + ;cos(@) dy =ag = —;Sen(H)i + ;cos(@)j

Tabla 2: Definicidn de producto punto entre cartesianas y cilindricas. Para r=1

i j k
a,: cos(8) sen(0) 0
ag - —sen(0) cos(8) 0
a, - 0 0 1

Lo que se encuentra en la tabla es la inversa de la matriz P

cos(8) —sen(8) O cos(8) sen(8) O
pP= Sen(H) cos(H) O]'P_1=[—sen(9) cos(0) 0]
0 0 1

cos(6) sen(8) O0][dx

[rd@]—[—sen(e) cos(6) O0f|dy

0 11ldz

Vectores en Coordenadas esféricas

La figura 5 muestra las ecuaciones equivalentes para calcular coordenadas esféricas a partir de
cartesianas y viceversa. El punto localizado en coordenadas cartesianas (1,-4,3) se representa
como (r,60.¢) = (5.099,094, —1.3258) en coordenadas esféricas.

4 )
x = rsen(d) cos(p)
y = rsen(()sen(p)

z = rcos(d)
£ A

r\?"
r=xfx% £y 422

Z
0 =cos 1 ( ,—)
W xZ +y2 + 22

¢ = tan™’ (%)

1

Figura 5: Esquema que muestra la definicion de coordenadas esféricas.
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Pero diferenciando para encontrar las proyecciones en r y los angulos.
dx = sen(0) cos(¢) dr + rcos(0)cos(p)do — rsen(6)sen(p)de;
i = sen(0) cos(@) a, + rcos(0)cos(p)ag — rsen(0)sen(p)a,
dy = sen(0) sen(¢) dr + rcos(8)sen(¢p)d6 + rsen(0) cos(¢) d;
j = sen(8) sen(@) a, + rcos(8)sen(p)ag + rsen(8) cos(¢) a,

dz = cos(0) dr — rsen(0)dO; k = cos(0) a, — rsen(8)ay

Tabla 3: Producto puntos entre sistemas cartesianos y esféricos r=1

a, ag ay
sen(0) cos(p) cos(8)cos(p) —sen(6)sen(e)
j* sen(0) sen(¢p) cos(8)sen(p) sen(0) cos(p)
k- cos(8) —sen(6) 0

Otros sistemas coordenados
Coordenadas cilindricas parabdlicas

X = U
1
— (12 _ 2
y=5W" =99
z=12z
dx = @du + ude; i = @a, + pa,
dy = pdu — @de; j = pa, — @a,

Vector r

Factores de escala

or
ou

or
g

SN

Coordenadas cilindricas elipticas

x = acosh(8) cos(p)
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y = a senh(6) sen(¢p)
z=2z
Vector r
r = acosh(0) cos(¢) i+ asinh(0) sin(¢p)j + zk

Factores de escala

ar

do

or
h1=h2=|

a6

= a4/(sinh(6))2 + sin2(v); asinh(8) cos(h)

hy, = a(senh(@))

Transformacion de campos vectoriales

Enfocado en las ecuaciones de Helmotz y Maxwell (Addan 2012), hace una revision de la
transformacion de coordenadas, en las que hay que tomar en consideracion que en campos
vectoriales, no sélo hay elementos constantes o lineales, sino también elementos cambiantes de
area, volumen y otras funciones no lineales. Pese a la importancia del tema varios libros de calculo
vectorial (Marsden 1991) se enfocan sélo en la transformacion puntos localizados en coordenadas
euclidianas a otros sistemas coordenados, no se profundiza en funciones vectoriales en diversos
sistemas de coordenadas. Se puede interpretar un campo escalar dW como el resultado del
producto punto de un campo vectorial y un vector de desplazamiento ds (Kreyszig 2003), llamado
término lineal.

ds = dxi + dyj + dzk
dW =F -ds = Fidx + F,dy + F3dz

En coordenadas cilindricas x = x(r,0,2); y = y(r,0,z); z = z(r, 8, z) por lo que

dy dy dy 0z 0z 0z
dz;dy = gdr +%d9 +£dz; dz = adr +%d6 +£dz

0x ox ox
—dr +—d6 + —

dx = 20 Bz

Similarmente un sistema arbitrario con componentes de coordenadas g4, g3, g3 se representa

dx = 2% dgy + 2% dgy + 22 dgy;
*= 0q, h 0q; 2 0qs3 13
dy dy dy

dy = —d —d —d

59



R Naturaleza y Tecnologia
~ 1. Septiembre-Diciembre 2021
L ISSN 2007-672X
Universidad de Guanajuato

0z 0z 0z

dz = d d
alfh 62% 945

ds-ds = ds? = (dx)? + (dy)? + (dz)?

——dgqs

2 2 2 2 2 2

st = (5das) + (5-daa) + (5daa) + (5dar) + (5 das) + (52 das)
S 4, q1 94, qz 945 qs 94, q1 4, qz 945 qs
2 2 9z 2

(azd>+( d>+( d)+zax6dd
EP q1 94, qz FP qs 99,04, q:a4q1
0x 0x

d
+2-———dqzdq; + 2 X2

Y 9 odar+2 29 40.d
99,05 99, 04, q24a4q, qs3adq;

y
09,1 0qs

2 add +2626dd
662‘12‘11 603‘13‘11

La suma de los términos marcados en rojo es cero, si el sistema arbitrario es de componentes

ortogonales.

Los términos hibridos h; para la transformacién de un sistema cartesiano a otro gi entonces
estarian dados por la ecuacion.

=Y (0 =Y (2 = Y (2]

i=1 i=1
ds? = h,°dq,® + h,2dq,? + hy?dqs®

La operaciones vectoriales gradiente, divergencia, laplaciano y rotacional se calculan usando los
términos segun las ecuaciones (Kreyszig 2003).

vy 1 0H N 1 0H N 1 0H
= —Uu+———v+—w
hy 0q4 h, dq, h; dq;

1 [dhyhsF, 6h1h3F2+6h1h2F3]

div(F)=V-F = +

hihyhs 0q, 09, 943

) ahihg, gH P h}llh3g_H ah}llhzg_H
V-VH=V-VH = 1 9% 2 992 3 043

hyhyhs 99, 09, aqs
hiu hyv hyw
1 d d d
rot(F)=——|— —

hyhyhs(0q, 0q, 0qs
hiFy  hyF, h3F;
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El campo vectorial
V = 3xyzi + 2xj + 3yxk
En términos de equivalente en coordenadas cilindricas,
V = 3r? cos(8) sen(8)zi + 2rcos(8)j + 3r?sen(8) cos(8) k

Aunque cada uno de los componentes se encuentra expresado a su equivalente en coordenadas
cilindricas los indicadores i,j,k son cartesianos.

Restaria colocar sus equivalentes para expresar completamente en términos de componentes
cilindricas.

Conclusiones

La principal motivacion para la escritura de la discusidn del presente articulo fue la observacion que
usualmente se confunde la representacion de localizacién espacial con un vector, en coordenadas
no euclidianas no son iguales. Se usa el concepto de proyeccién para representar equivalentes de
dos sistemas de bases ortogonales distintas. Es importante mencionar que en la transformacion de
un campo vectorial no basta expresar cada componente en términos del nuevo sistema, sino hacer
la transformacion del indicador a su proyeccién en el nuevo sistema.
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